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Diferencas Finitas

Aproximacdo de Derivadas por Diferencas Finitas

Uma diferenca finita é uma expressdo da forma f(xz +b) — f(x + a), que ao ser dividida
por (b — a) chama-se um quociente de diferencas.

O método de diferencas finitas consiste em aproximar a derivada de uma funcdo
por expressdes (férmulas) discretas calculadas apenas em um conjunto finito de pares

ordenados (x1,41), (€2, ¥2), - - (Tn, Yn), onde y; = f(x;), i =1,--- ,n.

Essas férmulas podem ser obtidas de varias maneiras. A forma mais simples é utilizar as
ferramentas basicas do calculo diferencial. Se f é uma fun¢&o diferenciavel (no ponto
xo) entdo a derivada de f no ponto z( é definida por

f’(l‘o) — lim f(l’o + h) - f(xo) (1)

h—0 h




‘—Diferencas Finitas

Se h # 0 (porém razoavelmente pequeno) entdo a expressdo

Dy = f(zo + h})l — f(@o) ()

é uma aproximagido para f’(xz).
Essa expressdo é chamada diferenca finita progressiva de ordem 1 de f no ponto z.
Uma outra expressdo para aproximar f’(xg) é dada por

D_j = f(xo) — £(1‘0 - h)’ (3)

chamda de diferenca finita regressiva ou atrasada.




‘—Diferencas Finitas

Diferencas finitas via série de Taylor

Formulas de diferengas finitas para uma fun¢do f(z) podem ser obtidas através de seu
polindmio de Taylor. Este procedimento fornece também, em geral, a ordem de trunca-
mento da férmula.

Se f for suficientemente "suave", a série de Taylor de f(x) em torno de z = x( é dada
por

2 h(k)

1) = £(a0) + 1 (z0) + 57 o) -+ sy o) +

p(k+1)
(k+ 1)

e, @)

onde & € (xg,z0+ h), h>0.



‘—Diferencas Finitas

Diferencas Finitas Progressivas de ordem 1

Obtemos uma aproximagdo para f’(z() através da série de Taylor

2
Flao+h) = flao) + hf'(w) + = 11€), €€ (@omoth), h>0. (5)
Isolando f/(z0):

I'(wo) = f(@o + h]z =~ f(@o) _ gf”(f), ¢ € (xg,xo+h), h>0. (6)

Erro de truncamento: —% (&) = O(h).

Dizemos que o erro de truncamento é de ordem h.



Diferencas Finitas

Diferencas Finitas Progressivas de ordem 1

As Diferencas Finitas Progressivas sdo chamadas também de Diferencas Finitas Adi-
antadas. No inglés: Forward-Difference formula

A expressdo matematica é dada por

Dyp= (7)

Dizemos que D, j, é de 1la ordem em acuracia, pois ela fornece uma aproximagédo para
f'(xg) com erro de truncamento de O(h).

Obs: se o erro de truncamento de alguma férmula for O(hP) dizemos que o método é
de ordem p. A acuracia de um método é determinado pelo erro de truncamento.



‘—Diferencas Finitas

Diferencas Finitas Regressivas de ordem 1

Obtemos uma aproximacio para f’(x() através da série de Taylor

Flao— ) = flao) ~hf'o) + 210, €€ @o—hmo) h>0. (@

Isolando f/(z0):

fa) = feo—h) b

. Qf/'(f), § € (xg—h,x9), h>0. (9)

f'(o) =
Erro de truncamento: 4 f”(€) = O(h).

Erro de truncamento é de ordem h.



‘—Diferencas Finitas

Diferencas Finitas Regressivas de ordem 1

As Diferencas Finitas Regressivas sdo chamadas também de Diferencas Finitas Atrasada/retarda
No inglés: Backward-Difference formula

A expressdo matematica é dada por

D_, = f(zo) — i(mo —h) (10)




‘—Diferencas Finitas

Diferencas Finitas Centrada de ordem 2

A diferenca finita centrada é de ordem 2. Seu erro é menor do que os erros das
diferencas finitas progressiva e regressiva.

Considere as duas expansdes em série de Taylor da fun¢do f em torno de x:

2 3
Flo+h) = Flzo) + A (o) + 5§ (o) + 5 7€), €4 € (@ zoth), h>0.

2 3
Fzo—h) = fao) ~ hf'(zo) + o " (a0) 4 5 7€), € € (o= huzo), B> 0.



Diferencas Finitas Centrada de ordem 2

Subtraindo a segunda equagdo da primeira, obtemos:

flzo+h) — f(xo — h) = 2hf'(x0) + hg[f (€+) ;' f (E_)}
Dividindo por 2h:

f(xo+h)— flzo—h)

f"(E) — f’”(&)}
2h ’

= /o) + 12 2.3l

ou
f’(ﬂﬁo) _ f(fll'o + h)Q_hf(xO - h) + O(hz)




‘—Diferencas Finitas

Diferencas Finitas Centrada de ordem 2

A diferenca central fornece uma aproximacdo para f’(xg) com erro de truncamento de
ordem hZ.

A expressdo matematica é dada por

f(wo+h)— f(wo—h)
’ 2h ’




Diferencas Finitas

Calculo da 1a derivada
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Diferencas Finitas

Aproximacio de ordem mais elevada da primeira derivada

—f(x+2h)+8f(z+h)—8f(x —h) + f(x — 2h)

4
o) +O(hY).

fi(z) =

Calculo da segunda derivada:

fle+h)—2f(x)+ f(x —h)
h2

F(z) = +O(h?).



‘—Diferencas Finitas

Diferencas finitas para sistemas de EDOs

Problema: encontrar o vetor solugdo & = £(t) do sistema de Equagdes Diferenciais
Ordinarias (EDOs),

ME() +AE(D) = bH), €T =(0T] (11)
£0) = & (12)

My Mz -+ Mg A A oo A b1 &

Mz Mae --- Moy, A1 Az oo Aoy bo &2

M= : : . : A= : : . : b(t) = | . ) =1 .

&, € o vetor — condi¢do inicial

£) = %0



‘—Diferencas Finitas

Diferencas finitas para sistemas de EDOs
Assumindo que a matriz M seja inversivel, o sistema anterior pode ser reescrito como

E(t)+ AE(t) = bt), teJ=(0,T] (13)
5(0) - 507 (14)
onde A =M"1Aeb(t)=M1b(t).

Solucgdo analitica (férmula de Duhamel):

£(t) = £(0)e A + /0 e~ AU=9)p(s)ds.

» Se n é grande o processo de inversdo de M é caro computacionalmente;

» Usar a matriz exponencial na pratica n3o é trivial.



Diferencas finitas para sistemas de EDOs

O problema

pode ser escrito como
() = ®(E),1),
5(0) = 50’

com

B(E(1),1) = M [b(t) — AE(D)|

uma func3o continua e localmente Lipshitz em &.



Diferencas finitas para sistemas de EDOs

Considere uma discretizagdo (parti¢do) do intervalo temporal [0, 7] em m subintervalos:
O=tg<ti<to<...<tmo1 <tym="1T, (15)

Cada subintervalo J = (tx—1,tx|, k =1,2,--- ,m, tem tamanho (tamanho do passo
de tempo)
Aty =t —tr—1

Isso significa que os valores de & no sistema (11)-(12) serdo calculados em cada ponto
tr € (0,T] da discretizagdo (15).

A derivada f(t) sera aproximada em cada ponto t, € (0,7 da parti¢cdo através de alguma
técnica de diferencas finitas;



‘—Diferencas Finitas

Diferencas finitas para sistemas de EDOs

Em cada ponto t; € (0,7 obtemos entdo uma aproximagdo &, para &(tx), isto &,

& ~ &(tr)-



‘—Diferencas Finitas

Método de Euler Implicito (ou regressivo)

No método de Euler Implicito (ou regressivo) a aproximacdo de £(t) no ponto t, & feita
através de diferenca finita regressiva (backward difference):

; &) —E(tk—1) &k — &k
&(te) = Aty - At

Os valores de £(t) e b(t) sdo calculados também em ty:

E(te) = & b(tk) = by
Substituindo essas expressdes em (11), obtemos o método de Euler Implicito

ék B Sk*l _



‘—Diferencas Finitas

Método de Euler Implicito

Para cada k =1,--- ,m, o método de Euler implicito resulta no seguinte sistema linear
(M + AtkA)gk = MEk—l =+ Atkbk (17)
Dada a condic3o inicial &, = &(tp), as solugBes aproximadas

517527'” )£m

sao obtidas resolvendo o sistema (17) sucessivamente.



‘—Diferencas Finitas

Método de Euler Implicito

Algoritmo: Método de Euler Implicito

1. Cria uma particdo 0 = tg < t] < ty < -+ < t;, = T do intervalo temporal [0,7] com
m subintervalos Aty =t — tp_1;
2. Faca & = £(0);
3.parak=1,---,m faca
4, Resolva o sistema linear
(M + At A, = Me_; + Atyb,

5. fim-para



‘—Diferencas Finitas

Método de Euler Implicito

» E um método de 1a ordem. Seu erro de truncamento é de O(At), onde

At = max {Atg};
k=1, m

» E incondicionalmente estavel. Ele funciona bem com qualquer tamanho de passo
At



‘—Diferencas Finitas

Método de Euler Explicito (ou progressivo)

No método de Euler Exlicito (ou progressivo) a aproximacdo de £(t) no ponto t;_; &
feita através de diferenca finita progressiva (forward difference):

gty = ST m) L S h,

Os valores de £(t) e b(t) sdo calculados em #_1:

E(tk—1) = &1y b(tk—1) = by—1.
Substituindo essas expressdes em (11), obtemos o método de Euler Exlicito

£, — &
MJ5§54+A@4=bM1 (18)



‘—Diferencas Finitas

Método de Euler Explicito

Para cada k =1,--- ,m, o método de Euler explicito resulta no seguinte sistema linear
€= €y + MM (b1 — A&y (19)
Dada a condigdo inicial £, = &(to), as solugBes aproximadas
517527"' 7£m

sdo obtidas resolvendo o sistema (19) sucessivamente.

Se M for uma matriz facilmente inversivel (por exemplo, um matriz diagonal) a solugéo
&), € obtida com um custo computacional menor do que aquele obtido com o método
implicito.



‘—Diferencas Finitas

Método de Euler Explicito

» E um método de 1a ordem. Seu erro de truncamento é O(At), onde

At = max {At};
k=1, .m

» E condicionalmente estavel. Existe uma restricdo sobre o tamanho do passo At
para que o método forneca solucdes estaveis.
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Método de Crank-Nicolson

E um método com ordem de convergéncia quadratica, desenvolvido por
» John Crank (Hindley, 6 de fevereiro de 1916 — 3 de outubro de 2006), fisico
matematico britanico.

» Phyllis Nicolson (Macclesfield, 21 de setembro de 1917 — Sheffield, 6 de outubro
de 1968), matematica britanica.
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Método de Crank-Nicolson

O método CN considera uma aproximagao (de diferengas de finitas de segunda ordem)
no ponto médio do intevalo [tx_1, tx], isto &, t(k71)+; =t 1.
. 2 2
A discretizagdo de £(t) é realizada no ponto t(k—1)+l =t,,_1 pelo método de difencas
2 2
finitas de segunda ordem é

£, y) = oL, (20)

Os valores de £(t) e b(t) em ¢, _1 sdo calculados através de uma média aritmética entre
2
seus valores nos pontos t;_1 e tj, isto &,

6ty ) ~ S (1)
© b1+ b
bt 1)~ %ﬂ (22)
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Método de Crank-Nicolson

Substituindo (20), (21) e (22) em (11), obtemos

M(Ek —ﬁkq) +A<£k71 +€k> _ b by

Aty 2 2 ’

que resulta no sistema linear
At At At
(+5EA) g, = (M- SEa)e, + = (ba + i), (23)
Os valores de bj,_1 e by, sdo conhecidos em todo o dominio espacial.

Dado &;,_;, obtemos a solugdo aproximada &, no tempo ¢, kK = 1,...,m, resolvendo
o sistema linear (23).
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Método de Crank-Nicolson

» E um método de 2a ordem. Seu erro de truncamento é O(At)?, onde

At = max {Atg};
k=1, m

» O método CN é incondicionalmente estavel. No entanto, esse método pode
apresentar oscilacdes espirias em diversas situacdes, como por exemplo quando ha
descontinuidades na condicdo inicial, ou entre a condicdo inicial e as condicdes de
contorno.



‘—Diferencas Finitas

Método Generalizado Trapezoidal: (método-0)

Considere a mesma aproximagdo do método Crank-Nicolson, substituindo a média arit-
mética pela média ponderada

E(tr—1)r0) = (1 — )€1 + 0&;, b(t(x—1)10) ~ (1 — 0)bg_1 + Oby,

onde 6 € [0, 1]. Fazendo as substituicdes em (11), obtemos a seguinte familia de métodos
(M + HAtkA) £, = (M (1- H)AtkA)fk_l Al ((1 — )bt + Gbk). (24)

Esse método é conhecido como Método Generalizado Trapezoidal ou método-6.
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Método Generalizado Trapezoidal: (método-0)

Observe que
a) Se § =0, obtemos o método de Euler explicito (Euler progressivo);
b) Se 6 = 1/2, obtemos o método de Crank-Nicolson;

a) Se =1, obtemos o método de Euler implicito (Euler regressivo);
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Método Generalizado Trapezoidal

Nos algoritmos anteriores ndo ha preocupagdo em calcular o valor da derivada de &;.

Apresentamos agora um algoritmo, tipo preditor-corretor, que determina a solugdo &, e
de sua derivada §;, = dj.

Considere a discretizacio

ME, + A&, = by, (25)
Ex = &1+ Ated_1)40, (26)
dip-1yr0 = (1—0)dg—1 +0dy, (27)

onde dj, € a aproximac3o da derivada f(tk).
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Método Generalizado Trapezoidal

O algoritmo consiste em determinar &, e dj, em termos de £;,_; e dj—1.

No tempo inicial t = tg = 0 a condi¢do inicial fornece o valor de &,. O valor dy = éo é
obtido resolvendo o sistema

Mdy + A&, = bo,

ou seja,

Mdy = by — AE,,. (28)
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Método Generalizado Trapezoidal

Para k =1,2,--- ,m tem-se os seguintes passos
(1) Defini¢do de um preditor para &:
& =& 1+ (1—0)Atydy_y.
(2) Usando (26), (27) e a predigdo para &, obtemos (a corregdo)
& = &1t Aldg_1)40
= &1+ At ((1 —0)dyg—1 + 9dk>
= £, + 0ALd,
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Método Generalizado Trapezoidal

(3) Subtstuindo a expressdo anterior em (25), obtemos

Mdy, + A(Ek + HAtkdk) — by,

ou
(M + QAtkA) dy = by — AE,.

Resolvendo esse sistema linear obtemos dj, e usando o passo (2) obtemos &
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Método Generalizado Trapezoidal

Algoritmo: Preditor-Corretor

1. Cria uma particdo 0 = tg < t; <ty < --- < t,, = T do intervalo temporal [0, 7] com
m subintervalos Aty =t — tp_1;

. Faga &, = £(0); (usando a condiggo inicial)

. Calcule dy; (usando (28)

.parak=1,--- mfaca

Predicdo: &, = &1 + (1 — 0)Atpdi_1;

Resolve: (M + 0At, A)dy = by, — A€y;

Correcdo: &, = &, + 0At,dy;

. fim-para

N

©NOo oA W



Diferencas Finitas

Método BDF2

No método BDF2 vamos utilizar uma parti¢do uniforme do dominio temporal [0, 7.

O método BDF2 (Backward Difference Formula) é definido por

3E, —4€k_1 t &k_2
At

M + A&, = by, (29)
E um método de 2a ordem.

E um método de dois passos. Para obter a solucdo & sdo necessarias duas solucdes
anteriores, &;,_1 € §;,_o.

A inicializagdo do algoritmo requer duas solugdes, &, e &;.

A solugdo & é dada (condigdo inicial) e &; pode ser obtida usando um outro método,
por exemplo, Euler implicito.

Existe uma classe de métodos BDF(p), onde p < 6 & a ordem de convergéncia do
método. O método Euler implicito é o BDF'1

v

v

v

v

v
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Métodos de Runge-Kutta

Os métodos Runge-Kutta sdo métodos de um passo que generalizam o método de Euler
explicito para esquemas com ordem de acuracia mais elevada.
Considere o problema

MEg(t) + Ag(t) = b(),

£0) = &
descrito na forma
£t) = @(&(1),1),
£(O> - 507

com
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Método Runge-Kutta de 2a ordem

O método Runge-Kutta explicito de 2a ordem é definido por

z1 = P(&_1,tk-1),
At At
zo = q><€k_1 + Tkzl,tk,1 + 7k>,

§ = &1+ Atgzo.
Note que

z1 = M (b1 — A&,_y),

2 = M [b(tk_l + %) - A(&k_l + A;kzl)].
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Método Runge-Kutta de 4a ordem

O método Runge-Kutta explicito de 4a ordem é definido por

z1 = ®(&_1, k1),

1 At
zZy = q’(ﬁk 1+221,tk 1+7k)
1 Aty
= 7t 7)7
z3 (Ek 1+ 522, b1+
1
z4 = (Ek 1+ Zs,tk 1—|—Atk)

z1 +2Z2 + 223+ 24

& = &t 5 Aty.




‘—Formulagdo semidiscreta

Equacdo do Calor

Considere o problema modelo (equagdo do calor):

Qu_Ou el (0,0), teJ=(0.T] (30)
ot Yoz — D TEITRA S
w(0,t) = u(L,t) =0, (31)
uw(z,0) = wuo(w), (32)

onde
» u = u(x,t) é solugdo procurada,
» f = f(z,t) é uma fungdo dada (termo de fonte) e
> up(x) é a condigdo inicial,
> a>0.
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Equacdo do Calor

Equagdes (30)-(32) descrevem a evolugdo da temperatura, dada por u(x,t), no ponto x
e tempo ¢ de uma barra metalica de comprimento L (ocupando o intervalo [0, L]), com
condutividade térmica o > 0 e cujos extremos sdo mantidos & temperaturas constantes
iguais a zero graus.

A fungdo up(x) descreve a temperatura inicial e a fungdo f(z,t) representa a produgéo
calérica fornecida pela barra.



Formulagdo semidiscreta

Formulacdo Variacional

Relembrando: a descricdo do método de elementos finitos inicializa reescrevendo a
equacio diferencial como uma equac3o variacional, chamada de formulacio variacional

(ou formulagdo fraca).

Para obter a formulac3o variacional do nosso problema, seguiremos os seguintes passos:
1. multiplicamos a equagido diferencial por uma fun¢do v(z), chamada funcdo teste (a
fungdo teste sempre se anula nos pontos da fronteira onde a fungdo u é prescrita);
integramos o resultado no dominio I = [0, L]; e
realizamos uma integracdo por partes (no termo que contém derivadas de segunda
ordem da fungdo u).



‘—Formulagdo semidiscreta

A multiplicagdo da equagido diferencial pela fungdo teste v(x) e a integragdo do resultado
em [0, L] resulta em

L ou(x,t) 0?u(x,
/0 ( 5 v(zr) — a——5—+ 57 d:c—/ f(z, t)v (33)
A integragdo por partes no termo de 2a ordem no lado esquerdo de (33) é dada por
L 9% ou(L,t) 0u(0,t) L
_ — _ 7\ L ) )
/0 522 vdx . v(0)+ D v\(%l—i—/o u'v'dx
L
= / u'v'dz, (34)
0

onde v’ = 8u8(§’t) ev = dv(x) . A Eq. (33) resulta em

L L L
/ <@v> dx + a/ u'v'dr = / fudz. (35)
o \Ot 0 0



‘—Formulagdo semidiscreta

Para cada t € J fixo, as fun¢des u(-,t) e v pertencem ao seguinte espago:

Vo = {w: lwllz2(0,2) < 00, [w'llz2(0,1) < 00, w(0) = w(L) = 0} = Hy(0,L). (36)

Usando o espaco V|, obtemos a seguinte formulacdo variacional: achar v tal que, para
todo t € J fixo, u € Vj e

L o4 L L
/ (—v) dx + a/ u'v'dr = / fodzx, Yve . (37)
o ‘Ot 0 0



Formulagdo semidiscreta

Discretizacdo Espacial - MEF
A discretizagdo espacial sera feita pelo MEF (Método de Elementos Finitos)

Para cada t € J vamos aproximar a fun¢do u(z,t) (solugdo do problema varicional) por
uma fungo continua e linear-por-partes em [0, L], isto &,

u~up €V, CV.
Para isso, construimos uma malha P sobre o intervalo I = [0, L],
P:0<zg<zri<az<- - <xp_1<zp=01L,

consistindo de n subintevalos (chamados elementos) e o correspondente espago V}, de
todas as funcdes continuas e lineares-por-partes sobre P.

Nesse contexto, o espaco V}, é chamado de espaco de elementos finitos.



‘—Formulagdo semidiscreta

Discretizacdo Espacial - MEF

O espaco V}, € dado por

Vi={ol ve 1) ol ePil)i=1,n},

onde C%(I) é o espaco das fungdes continuas definidas em I = [0, L] e Py (I;) & o espago
das fungdes lineares definidas em I; = [x;_1, ;).

Como estamos trabalhando com fung¢des que se anulam nos extremos do dominio I =
[0, L], introduziremos o seguinte subespaco V}, o de V},

Vio = {w € V}, : w(0) = w(L) = 0}. (38)



‘—Formulagdo semidiscreta

Discretizacdo Espacial - MEF

A base nodal de V}, ¢ é o conjunto

{@17 P2, ‘Pn—l};
onde excluimos as fungdes chapéu g e ,, associadas aos pontos nodais zo = 0 e
z, = L.

Enquanto Vp = H{ (0, L) € um espago de dimens3o infinita, os espagos V}, e V}, o sdo de
dimensio finita, com dimensdes n + 1 e n — 1, respectivamente.

1~P
\ AV

(39)

:(_\

> X

3>

Xix] Xy

Ry
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Discretizacdo Espacial - MEF

Reescrevendo o problema variacional no contexto do subespaco de dimens&o finita V3, o C
V},, obtemos o método de elementos finitos:

Para cada t € J achar uy, € V3 tal que

/OL | i (o, e (o) = /OLf<:c>vh<x>dw7 whth,E- |
40



‘—Formulagdo semidiscreta

Escrevemos (40) da forma

L L L
/O (%ha(f’t)%(x)dx—i-a/o UZ(x,t)cpé(a:)dxz/O f(@)pi(x)dz, ¢:1,2,.--,?—)1,
41

onde ¢;(x), i =1,---,n — 1 sdo as fungdes chapéu, que formam a base do espago

Vh0- Como uy, € Vj, o para todo ¢ € J, entdo
n—1
un(z,t) =Y &(t)p;(), (42)
j=1

onde §;(t), j=1,---,n — 1 sdo os n — 1 coeficientes a serem determinados.



‘—Formulagdo semidiscreta

Substituindo (42) em (41),
L B L duy, (z,t) Lo ,
| @i = [ s @i e [ @@

- /OL [nzl dfét(t)cpj(m)]%(x)dﬂc-l-a/OL {’igj(t)gp;(x)]@;(x)dx,

Jj=1

paracadai=1,--- ,n—1.



‘—Formulagdo semidiscreta

O primeiro termo fOL [Z?;ll dgét(t) @j(x)} @i(z)dx resulta em

/OLE%&%@W(W = / [E0e1(@) + -+ €1 (Opn-1(@) | pi(w)de

Jj=1

L
| [0a@e@ + -+ 600 @p@)]ds

— (1) / o1 (2)pi(@)dz + -+ En (1) / on1(@)pi(z)dr,

paracadai=1,---,n —1, onde fj(t) = dﬁéft)'



Para ¢ = 1, obtemos a linha,

|/ C @) + | / S pa)r()d]a(®)+ -+ | / @ (@] )
Para ¢ = 2, obtemos a linha,

|/ Caeate)dz]é o)+ | / Cpaaenle)i] )+ | / pir@hpala)ds] €, ()
Procedendo dessa forma até ¢ = n — 1, obtemos,

[ e@awiaan+[ [ awawslan s+ [ oa@e@ialeo



O segundo termo afOL [Z?;l @-(t)gog(x)} @i (z)dx resulta em

L, _n—1

o/ [Z (1)) ol ()

paracada¢=1,---,n— 1.

o [ fa@et@ + -+ e @]l

L
o [ [a0ei@ei@ + -+ 6 Opr 1@l do

& (Ha / @)@z + -+ Ens (D /

L

Pp—1 ()@} (2)da



Para ¢ = 1, obtemos a linha,

L

o [“dwataanfo [ dawaans o [ do@ed@nleao.

Para ¢ = 2, obtemos a linha,

L

o [ dweaan o [ d@awaans o [ do@eenleno.

Procedendo dessa forma até ¢ = n — 1, obtemos,

L

o [ dwamilan+ o [ s@dslan o [ @den]ao.

0



‘—Formulagdo semidiscreta

Obtemos um sistema de EDOs de ordem n — 1 x n — 1 da forma
ME(t) + AE(t) = b(t), teJ, (43)

onde
M = [M;;] € uma matriz cujos elementos sdo descritos por

L
Mij:/o ©j(z)pi(z)dz.

A = [A;j] € uma matriz cujos elementos sdo descritos por

L
Ay = Oé/ @ ()i (x)da.
0

b(t) = [bi(t)] é o vetor dos termos independentes, cujos elementos sdo dados por

L
bit) = /0 f (@ typs(a)de

e §(t) = [£(t)] & o vetor incognita.



‘—Formulagdo semidiscreta
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