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Resultados Preliminares

Considere f uma fungdo real continua definida em [a,b]. Se F' é uma fungdo tal que
F'(z) = f(z), para todo x € [a, b], entdo

[ 515 = F@) - Fla)

fw = [ s

Por exemplo: Se F'(t) = ||u(t)| entdo

td
/0 —lu(s)llds = u(®)]] = [[u(0)]].



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Analise de Estabilidade

Considere o problema parabélico mais geral:

ou

a+£u = f, z€Q, teJ=(0,T], (1)
u =0, ze€l', teJ=(0,T], (2)
u(-0) = wo(), 3)

onde Lu é um operador eliptico. Por exemplo,

Lu=—Au.



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Analise de Estabilidade

A formulagdo variacional continua desse problema é: dado t € J, achar u(t) € H} ()
tal que

R T

Considerando uma discretizacdo no espaco usando o MEF e o tempo continuo, obtemos
o MEF: dado t € J, achar uy,(t) € Vi, C HL(R) tal que

(8u8ht(t) ) + alup(t),vp) = (f,vn), Yon € Vi, € Hi(Q). (4)



Anélise de Estabilidade e Convergéncia

Analise de Estabilidade

Para problemas de evolucio, isto &, problemas que dependem do tempo existe o interesse
em saber como se comporta a solucdo aproximada a medida que o tempo avanca.

Na verdade, desejamos saber se a solugdo explode (cresce sem limites) ou se é limitada
pelos coeficientes da equagdo (exemplo, condi¢do inicial e o termo do lado direito).
Desejamos obter estimativas do tipo

lun|| < C(uo, f), (5)

onde || - || € uma norma apropriada que mede o tamanho da solugdo aproximada wuy, ug
é a soluc3o inicial e f é o termo de fonte. Note que ug e f sdo dados do problema.



Anélise de Estabilidade e Convergéncia

Analise de Estabilidade

No problema semidiscreto, considera-se uma discretizacdo do espaco, no nosso caso,
usando o método de elementos finitos, gerando um sistema de EDOs em funcio da
variavel tempo, que é considerada continua.

Em um primeiro momento, desejamos obter uma estimativa de estabilidade do tipo

[un(®)]| < C(uo, £),

para t € J. Chamaremos essa estimativa estabilidade com espaco discretizado.



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com espaco discretizado
Escolhendo vj, = uy, em (4) obtemos
%,Uh + a(up, up) = (f, un). (6)
ot

O primeiro termo de (6) pode ser escrito como

() =




‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com espaco discretizado

Entdo reescrevemos (6) como

10
20t
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito de (7), obtemos

lunlZ2 () + alun, un) = (f, un). (7)

(frun) < 1 fllcz@) lunll L2 ()
Como a(up,up) > 0, equagdo (7) resulta em

10

5o lunlBaay < 1 e lunlzacay (8)



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com espaco discretizado

O lado esquerdo de (8) pode ser escrito como

1o B
3 g lunllze() = lunllzz0) 5 llunllc2 ).

Ent&o, substituindo esse resultado em (8),

0
”uhHL?(Q)anuhHL?(Q) <[ fll2)llunllz2()-

Como [lupl[z2(q) # 0, obtemos

0
a”uhum(ﬂ) < [[fllz2()- 9)

Lembre-se que up = up(+,t). Integrando a equagdo (9) no tempo, de 0 até ¢, temos

t b t
slenCoolaads < [ 17 zzayds (10)
0 U 0



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com espaco discretizado

Mas,

s=t

t
0
| gl ol@ds = fun)laoy

s=0
= [un( )2 — llun(- 0) [l 2(q)-

Entdo, substituindo esse resultado em (10), segue que

t
[un (- Dl 2() < llun(, 0)ll L2 +/O 1f1l 22 () ds-

Como up(+,0) = ug, obtemos a seguinte estimativa de estabilidade:

t
(- )22y < o2y + /O 1l z2yds. (11)



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com espaco discretizado

Estimativa de estabilidade:

t
lunC Dz < ol 2y + /O 1 L2 ds.

Essa expressdo diz que a norma em L?(2) da solugdo aproximada uy (-, ) = uy(t) obtida
pelo MEF no espaco é limitada por uma constante que depende da condicdo inicial ug e

de f.

Esse resultado garante que a solugdo aproximada uy, (medida na norma de L%(Q)) per-
manece limitada para todo tempo ¢ > 0.



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com discretizacio total

No caso anterior consideramos o espaco discretizado (pelo MEF) e o tempo continuo.

Agora vamos considerar o espaco e o tempo discretizado. O espaco discretizado pelo
MEF e o tempo por métodos de diferencas finitas.

Como existem varios métodos de diferencas finitas, para cada um deles existe um estudo
de estabilidade.



Anélise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com discretizacio total
No caso anterior consideramos o espago discretizado (pelo MEF) e o tempo continuo.

Agora vamos considerar o espaco e o tempo discretizado. O espaco discretizado pelo
MEF e o tempo por métodos de diferencas finitas.

Como existem varios métodos de diferencas finitas, para cada um deles existe um estudo
de estabilidade.

Agora temos uma solugdo aproximada uy, , que € uma aproximagdo para a solugdo up, (tx).
Desejamos obter estimativas do tipo

lun il < C(AL, uo, f),

onde || - || € uma norma apropriada que mede o tamanho da solugdo aproximada uy, i, ug
é a soluc3o inicial e f é o termo de fonte.



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com discretizacdo total: Euler Implicito

Considere o problema (4) discretizado no tempo pelo método de Euler Implicito:

(Uh,k — Uh k-1
Aty

Escolhendo vj, = uy, i, e abrindo as contas, a equagdo (12) pode ser escrita como

,Uh) + a(unk, vn) = (fr; vn)- (12)

(un i, un k) + Atga(up g, up k) = Ate(fr, un k) + (Up k-1, Unk) (13)

ou

llwn i ‘%Z(Q) + Atga(un g, un k) = Aty (fios un k) + (Wn k-1, Un k) (14)



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com discretizacdo total: Euler Implicito

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos dois termos do lado direito de (14),
obtemos

(fres uni) < [ fell Lz lunkll 22()-

(Uh o1 k) < [lune—1llz2@) llunkll L2(0)-
Como a(up i, unk) > 0, equagdo (14) resulta em

lunkll7z) < Atall fill 2@ lunilli2@) + lunp—1ll2@lunslli2@) (15)

Como [lupkl|r2(q) # 0, obtemos

lunkllLe) < Atell frllz2) + llunk-1ll22()- (16)



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com discretizacdo total: Euler Implicito

Aplicando a desigualdade (16) para o tempo t; com ¢ =1,2,3,--- | k, obtemos

lunallez) < llunollz) + At fill 22
lun2lliz) < llunallz) + Atz f2ll 22
< Nunollz2) + Atill fill L2 ) + Atall f2ll 220
lunsllz) < llunzllz) + Atsll f3ll L2
< unollzz) + Atill fill o) + At2ll f2ll L2 ) + Atsll 3]l 22
k
lunkllzz)y < llunollz@) + Z Atill fill L2 @),

=1

que é a estimativa de estabilidade do método de Euler implicito (regressivo).



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estabilidade com discretizacdo total: Euler Implicito

Estimativa de estabilidade do método Euler implicito:

k
lunkllLe) < lunollrz) + ZAtiniHL2(Q)-
=1

Considerando At = maxj—i,... ;,{Atr} ou uma malha uniforme, a estimativa de estabil-
idade resulta em

k

| L2(0) +Atz | fill L2 - (17)
i—1

lunkllL2) < lluno

A norma em L*(2) da solugdo aproximada uyj obtida pelo MEF no espago e Euler
implicito no tempo é limitada por uma constante que depende da condicdo inicial ug, f
e At.



Anélise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro

Nas estimativas de estabilidade o objetivo é mostrar que a solucdo aproximada é
limitada em fung¢do dos dados do problema (solugdo inicial, termo de fonte).

Nas estimativas de erro o objetivo € mostrar que o erro e = u — uy, (diferenca entre
a solugdo exata e a solugdo aproximada), medido em alguma norma apropriada, tende a
zero quando h (e/ou At) tende a zero.

Essas estimativas de erro sdo importantes para mostrar a convergéncia de métodos
numéricos.

Existem dois tipos de estimativas de erro: estimativa a priori e estimativa a posteriori.

A estimativa de erro a priori expressa o erro em termos da solucdo exata u, enquanto
que a estimativa de erro a posteriori expressa o erro em termos da solucdo numeérica uy,



Anélise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Estimativas de erro para problemas dependentes do tempo podem ser obtidas combinando
estimativas de erro do problema estacionario com estimativas de estabilidades (obtidas

anteriormente);

Como no caso das estimativas de estabilidade, as estimativas de erro serdo obtidas nos
seguintes casos:

» espaco discretizado e tempo continuo. Neste caso queremos determinar o erro
[[u(t) — un(®)]];

ondet € J.
» espaco e tempo discretizados.Neste caso queremos determinar erro

HU — Uh,k



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Vamos considerar primeiro o caso em que somente o espaco é discretizado (isto é, o
tempo é continuo).

A formulag3o variacional do problema continuo pode ser descrito como: dado u(-,0) =
ug, achar u: (0,T] — V = H(Q) tal que

(815?) ’ ’U) + a(u(t)7 ’U) - (f7 U)v Yo eV (18)

O problema semidiscreto (discretizagdo no espago usando o MEF e o tempo continuo) é
descrito como: dado u(-,0) = ug, achar uy, : (0,7] — V};, C V tal que

(8u§t(t) ) + a(up(t),vn) = (f,vn), Von € Vp. (19)



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Como V}, C V entdo a equagdo (18) é satisfeita para v = vy, € V4, isto &,

ou
(%"

on ) +a(u(t), va) = (£, vn). (20)
Subtraindo a equagdo (19) de (20) obtemos

(3(U(t) — un(t))

G on) + a(ut) = un (). va) = 0, (21)

uma vez que os termos dessas equacdes sio lineares.



Anélise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Vamos dar uma pausa na equagdo (21) para revisar alguns conceitos do problema esta-
cionario, lembrando que queremos obter uma estimativa para o erro

[[u(t) — un(t)]]
em alguma norma apropriada.

No problema eliptico ou estacionario (ndo dependente do tempo), estimativas de erros
sdo obtidas considerando que a solu¢do aproximada wuy obtida pelo MEF de Galerkin é
a projecdo ortogonal no espaco V}, da solugdo u € V, com respeito ao produto interno
definido pela forma bilinear a(u,v) (simétrica).



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Em problemas dependentes do tempo, esse resultado n3o é verdadeiro. Mas podemos
definir uma projecdo ortogonal, chamada de projeco de Ritz, em relac3o a forma bilinear
a(+,-) da seguinte forma:

Ry:V — V,
u(t) = Ry (u(t))

satisfazendo
a(u — Rp(u),vp) =0, Vo, € Vi, (22)

onde u = u(t) = u(-, ).

A projecdo de Ritz sera usada como valor intermediario entre a solugcdo exata u(t) e a
solu¢do aproximada uy,(t). Dessa forma, podemos decompor o erro da seguinte forma

lu—up|| = |Jlu — Rpu+ Rpu — upl| < |Ju — Rpul| + [|Rpu — up]].



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Teorema
O projetor de Riez Ryu, definido em (22), satisfaz as estimativas

Ch?||u(t)l| 20 (23)
Chllu@®)| 20, (24)

u(t) — Rpu()| 2@ <
u(t) — Rpu(t)||gr) <
para cada t fixo em J. Além disso,

u(t) € H2(), Rpu(t) € Vi,

onde
Vh:{UECO(Q); U‘KE]PH(K), VKG'];L}



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Estimativa na norma de L?(Q):

Teorema
Sejam u(t) a solucdo do problema xxx e uy(t) a solucdo do problema xxx. Entdo o erro
e(t) = u(t) — up(t) medido na norma do espaco L*(2) satisfaz a seguinte estimativa

Jot0) = Oy < O (ol + [ |32 pus): 29



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori
Demonstracao:
Escrevemos o erro da seguinte forma:
u(t) —un(t) = u(t) — Rau(t) + Rpu(t) — un(t) = p(t) + ¢(t),

onde p(t) = u(t) — Rpu(t) € V e ¢(t) = Rpu(t) — up(t) € V3. Entdo,

[u(t) —un()llp2@) = lu(t) — Rpu(t) + Rpu(t) — un(t)||z2(0)
< lu(®) = Rpu(t)||2) + [[Bau(t) — un(t)|| 2(q)
= eIz + lle®ll L2 () (26)

O termo | p(t)[|2(q) = [lu(t) — Rpu(t)||r2(q) € facilmente limitado usando a estimativa
(23):



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Demonstracio:

o)z = lu(t) — Rau(t)| 2
CR?||u(t)|| g2
tou
2
Ch HU(H_/O 8sd ‘HQ(Q)

< 0h2(||uo\|H2<m+/0 H% H2(

IN

Q)ds), (27)

onde usamos o fato que u(t) = ug + fo Juds e || f f(x)dz|| < f; | f(z)||d.

Limitaremos agora o termo || (t)||r2(q) = | Rru(t) — un(t)l z2():



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori
Demonstracao:

Voltamos a equagdo (21):

(W70h> +a(u(t) — un(t),vn) =0, Vop € V. (28)
Essa equacdo é reescrita como
(W’”h> +alp(t) + o(t), o) =0, Von € Vi

ou

(%29 1) + (P28 0,) talo(t), v0) +alp(t), v) =0, Von € Vi (29)



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori
Demonstracio:

Usando (22) temos que
a(p(t), vn) =
Logo a equagdo (29) resulta em

(agff)’vh) + (&git)’vh) + a(p(t),vn) =0, Vv, € V.

ou

9p(t) _ (_ 9p(t)
( ot ,Uh) +a(p(t),v,) = (— En ,vh>, Yoy, € Vp. (30)
A equagdo (30) diz que p(t) = Rpu(t) — up(t) € Vj satisfaz a formulagdo variacional

discreta (19) com termo de fonte f = _8;57&1:)' Neste caso, vale a estimativa de estabili-

dade (11):



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Demonstracao:
le®)lz2@ < 19002 / [222)],. 0 (31)
Agora,
leO) 2 = [Rrw(0) — un(0)[|L2(q)
< [uw(0) = un(0)[| L2y + [[Bru(0) — w(0)|| r2(q)
= [[Rhu(0) — u(0)| z2(0)
< OR|[u(0)| 2y (32)



Estimativas de erro a priori

Demonstracio:

Op(t
O - amat

12(9)
= [|0wu(t) — RpOru(t)| 120

CR?||0pu(t) || 2 (0 (33)
Substituindo (32) e (33) em (31) obtemos

IN

IN

t
@ L2@) Ch?||u(0)l| 2() + ChQ/O 10su(s)l g2 (o) ds

IN

t
Cr (ol + [ 10:u()eords) (34)



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Demonstracio:

Agora, usando (34) e (27) em (26) obtemos

IN

[u(t) = un(®) 20 () L2@) + e 20

R (Jluoll = / |9stl 2y ).

IN

finalizando a prova do teorema.



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Vamos considerar o problema discretizado no espaco e no tempo. A discretizacdo no
espaco é feita pelo método MEF e no tempo com métodos de diferencas finitas.

Neste caso queremos determinar erro
[u(,t) = unkll,
onde || - || € uma norma apropriada.

Como a solugdo aproximada uy, i, € obtida utilizando um método especifico de diferencas
finitas no tempo, a estimativa de erro obtida serd dada para um determinado método de
diferencas finitas escolhido.



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Estimativas de erro a priori

Estimativa na norma de L?(2) - Euler implicito:

Teorema

Seja a solugcdo exata u suficientemente regular. Considere a discretizacGo completa
utilizando MEF no espaco e Euler implicito no tempo, onde .... Entdo o erro na norma
de L%(Q) é limitado para cada k =1,2,--- por

tr
||u(.,t) —thgHLz(Q) < ChQ(HUOHH?(Q) +/O H(‘) u||H2 dS) —i—CAt/ H8 uHLz dS
) (35)
Obs: isso significa que o erro é da ordem de O(h? + At).



Anélise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

Por simplicidade, vamos assumir que o intervalo de tempo [0, T'] é discretizado uniforme-
mente com tamanho do passo At.

Na analise do problema semidiscreto considerando o tempo continuo, fizemos a seguinte
particio do erro:

u(-,t) —up(-t) = (u— Rpu) + (Rpu — up).

Agora, estamos considerando o tempo discretizado também e a solucdo aproximada no
tempo ¢, € dada por up =~ u(-,t;). Entdo usamos a seguinte particdo para o erro:

u(+,tg) — up g = (u(ty) — Rpu(ty) + (Rpu(te) — unk), (36)

parak=1,2,---,m.



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

Fazendo pir, = (u(tx) — Rpu(ty)) e or = (Rpu(ty) — upk), entdo

u(-t) = unkllrz) < lekllzz@) + llekllz @), (37)
onde
lokll2) = llu(te) — Roulte)ll 2o
< Chz”u(tk>”H2(Q)

CthUO + /t:k gl;ds‘

2 b
02 (ol + |
0

H2(Q)
=
0s

IN

ds).
H2(Q) S) (38)



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

Vamos agora descrever uma equac¢do apropriada para ¢ considerando o método de Euler
implicito. Recorde que método de Euler implicito é dado por (12), isto é&,

(Uh,k — Uhk—1
At

com At = At k=1,2,--- ,m.

,Uh) + a(unk, vn) = (fr, vn)-

Como Y = (Rhu(tk) — Uhk) € Pp—1 = (Rhu(tk,l) — uhyk,l) entao

(uh,k _A;ih,k—l’vh> _ (Rhu(tk) _Ath(tk_l)’vh) B (sok _Afk_l’vh)’



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

a(Rpu(ty) — ¢n,vn)
a(Rpu(ty), vn) — a(en, vn)
a(Rpu(ty), vn) — alen, vn) + a(u(ty),vn) — a(u(tk), vn)
= —a(u(ty) — Rpu(ty),vn) —a(pn, vn) + a(u(ty), vp)
-0
= —a(pn,vn) + a(u(ty), vs)

a(upk, vp)




‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

Obtemos a seguinte equagio para @g:

(Brelte) = Ftiltis) ) (PEZ DL ) i, an) + a(u(te). o) = (fro).

At
(%,vh) +a(pn,vn) = _[(fk,vh) - a(u(tk),’uh)} n (Rhu(tk) —Ath(tk_1)7vh)
= _[(&tu(tk)’l}h)} + (Rh“(t’f) _Ath(tkl)avh>

= ((— dut) + Byt _Afh“(t’“—l),vh).



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

Portanto, ¢y, satisfaz a seguinte equacdo

(L _Afk_l,vh> + a(en, vy) = (qk, vn), (39)
o Ryu(t) — Ryu(ty_)
u — u _
Qk:_atu(tk)+ h k h k—1 ]

At

u(ty)—u(te—1)
At

Adicionando e subtraindo o termo a g, resulta em

u(tk) — u(tk_l)] _ [u(tk) — Rhu(tk) u(tk_l) — Rhu(tk—l)

Gk = — | Orultr) = At At - At } = Gi+ag-



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

Aplicando a estimativa de estabilidade (17) em (39) obtemos

s
ol z2(q) + At Z il 220

lerllzz) <
=1
k k
< llgollze + AtD gt lre) + At > 1167 llz2(0) (40)
=1 =1

Precisamos limitar os termos ||¢; || 12(0) € 167 ]| 12()-



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

Para limitar ”qilHLZ(Q) usaremos a expansdo de Taylor com resto na forma integral.

Revisando:
Teorema ‘
Seja f : [a,b] — R uma funcgo tal que existam as derivadas f* (),
i=1,---,n+1, comxzg € (a,b), e que f"*+1) seja integravel. Entdo, dado x € [a,b],
" (n) T (n+1)
@) = Sao =20 st @-a0? L T gt @z T [ TG g
B (41)




‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

Usando uma aproximacio de 1a ordem, temos
173
u(ty — At) = u(tp—1) = u(ty) + (—At)Opu(ty) — / (tp_1 — 8)07u(s)ds
lk—1
ou melhor

te) — u(tr— 1
Opu(ty) = W + At/t (s — tp_1)0%u(s)ds.
k—1

Seque entdo que

be [c‘)tu(tk) ulty) _A;L(tk—l)} _ [i /t:kl(g — tp_1)0%u(s)ds




‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

Ent3o

1 /ti
1 2
i |2 = ||— s —ti—1)0su(s)ds
ety = |57 ) (o= ti-)u(s)ds|

L)

I
< a =)o) s

ti—1

t;
— / 102(5) | 2 s,

ti—1

pois (s — t;—1) < At.



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo

Ent3o

IN

k t
Ay [ sy
i=1 " ti—

t1 9 tr 5
sl [ 10R ey ++ [ 102l

to tp—1

173
= &t [0 a0 (42)

to

k
Atz HQz'1||L2(Q)
=1

Agora precisamos limitar o termo ||qi2”L2(Q), onde

2= - [u(tz) —Alth(ti) u(ti-1) _Aljhuml)]-



‘—Analise de Estabilidade e Convergéncia

Demonstracdo
Temos que
u(t;) — Rpu(t;) B u(ti—1) — Rpu(ti—1) _ u(t;) — u(ti—1) B Rpu(t;) — Rpu(ti—1)
At At At At '
Usando o TFC: u(t;) —u(ti—1) = ftt; Jsu(s)ds e o fato que Ry (0¢u) = 0¢(Rpu), temos.
) ) . _ . L t;
u(t;) Af:hu(tz) _u(ti-1) A};hu(tz—l) _ Ait - $)ds — /t | Ry

1 t;
_ At/tH(I— Ri)dsu(s)ds

- Alt/t_t_il (asu(s)—Rhﬁsu(s))ds
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Demonstracdo

Ent3o,

"’ (I - Rh)asu(s)ds‘

k k
AtY llgfllae = Aty Hi /
i—1 =1

ti—1 Lz(Q)
k t;
<y / 1 = Ri)dsu(s) 2 ds
i=1Vti-1
k t
< Z/t Ch2||0su(s)| 2y ds
i=1/ti-1
ti
= 0 [ 0uls) e (43)
to
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Demonstracdo

Substituindo (42) e (43) em (40) obtemos

tr ty
lorll sz < loollze + At / 102u(s) | 2y + CH2 / 10su()ll 22
0 to
Em uma forma similar a (32),

ol r2) < Ch?[|uoll g2 (q)

Ent3o

t 173
loulla < OFF (ol + [ 10.(s)aen) + At [ [02u(s)lizey (44
to to

Substituindo (38) e (44) em (37) obtemos o resultado desejado.
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Observaciao

O erro no tempo t; da solucdo discretizada upx, no espaco e tempo consiste de duas
partes. Uma parte associada a discretizagdo espacial com erro da ordem de O(h?) e
a outra associada com a discretizagdo temporal (e com o método escolhido - Euler
implicito) com erro da ordem de O(At).
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Resumo
O que provamos em termos de estabilidade e estimativas de erros?

Estabilidade na norma de L?(Q):
a) Tempo Continuo (ver equagdo (11)):
¢
oDy < ol + | 1N

b) Tempo Discretizado com Euler implicito (ver equagio (17)):

k
lunllrz) < lunollzz) + At I fill 2

=1
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Resumo

Estimativas de erro a priori na norma de L?(Q):
a) Tempo Continuo (ver equagdo (25)):

||u(t)—uh(t)||L2(Q)§Ch [uoll 20 /H

H2(Q) )

b) Tempo Discretizado com Euler implicito (ver equagdo (35)):

tr tg
oty -unlzz < OW (Juollsort [ 10wlmoyds) +CA [ 102ul2ds

to
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Resumo

Sugestdes de atividades:

a) Desenvolver estimativas de estabilidade na norma de L?(Q) para os métodos Euler
explicito, Crank-Nicolson e BDF2.

b) Desenvolver estimativas de erro a priori na norma de L?(Q2) para os métodos Euler
explicito, Crank-Nicolson e BDF2.

c) Desenvolver estimativas de erro a priori na norma de H'(2) considerando o tempo
continuo.

d) Desenvolver estimativas de erro a priori na norma de H'(Q) para os métodos
Euler explicito, Crank-Nicolson e BDF2.
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