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MEF no espaco-tempo

Introducdo

Aproximacdes semidiscretas consistem em utilizar o MEF na discretizacdo espacial e
algum esquema de diferencas finitas para aproximar a derivada temporal.

Segundo Almeida, 1993 "As primeiras tentativas de utilizar o MEF também na dis-
cretizacdo temporal ndo foram muito animadoras pois utilizavam formulacdes em que
se requeria continuidade no tempo, implicando também num acoplamento entre as var-
idveis em todos os niveis de tempo. Além disso, tais formulacées ndo parecem ser muito
naturais: a continuidade no tempo conduz 4 um esquema tal que a solucdo em um dado
instante depende igualmente das solucées do tempo anterior e do seguinte, o que ndo é
fisicamente razoavel."

!Almeida, R. C. Uma formulacdo de Petrov-Galerkin para resolucio das equacées de Euler e
Navier-Stokes compressivel usando técnicas adaptativas. UFRJ, 1993



Introducdo

A formulacdo espaco-tempo consiste em utilizar o MEF padrdo no espaco e MEF
descontinuo (Galerkin descontinuo) no tempo.

Se a dimens3o espacial do problema for d, entdo, obviamente, teremos um problema
d + 1-dimensional.

Para a variavel temporal, devemos resolver um problema de valor inicial. Além disso, o
problema a ser abordade (a equagdo do calor) é de 1a ordem no tempo e 2a ordem no
espaco.

Como a dependéncia do problema em relacdo as variacdes temporal e espacial é diferente,
isso sugere o uso de diferentes abordagens na discretizagdo das duas variaveis (espacial
e temporal), mesmo no caso em que se utiliza o MEF em ambas varia¢des.
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Introducdo

Vantagens da formulacio espaco-tempo:

» desenvolvimento de malhas adaptativas (em cada passo de tempo) baseado em
estimativas de erro a posteriori.

Desvantagens da formulacio espaco-tempo:

» O namero de graus de liberdade é maior.
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Considere o problema (de convec¢do-difusdo-reacdo transiente):

Achar a fungdo u = u(x,t) tal que

Opu — 822 + pou+ou = f, (x,t)€(0,L) % (0,7T], (1)
uw(0,t) =u(L,t) = 0, te€ [O T], (2)
u(z,0) = wo(x), € (0,L), (3)

onde ¢ > 0, 0 > 0 e 3 sdo constantes reais, f € L?(0,1) para cada t € (0,T) e
ug € L2(0,1).

Formulac3o variacional desse problema?
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Introducdo
Formulacio Variacional:
Para cada t € (0,7, achar a fungdo u € HE(0, L) tal que u(z,0) = ug e

L L
/ Jyuvdzr + a(u,v) = / fodz, Yve H0,L), (4)
0 0

onde a(-,-) &€ uma forma bilinear dada por

L L L
a(u,v) = 6/0 (Ozu)(0pv)dx —1—5/0 (Ozu)vdx + 0'/0 uvdzx.
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SeQ e R? de{1,2,3}, & o dominio espacial e [0,7] & o dominio temporal, o problema
é entdo discretizado no espago-tempo @ = Q x [0, 7.

No tempo usaremos FEM descontinuo. Isso permite tratar o problema temporal local-
mente, em cada intervalo de tempo.

Considere uma parti¢do do dominio temporal [0, T']:

O=to<ti<ta<---<ty,=T1T.

Denotamos por Ji, = (tx—_1,tx) 0 k-ésimo subintervalo temporal, onde

Aty =t — tp_1.
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A regido de integracdo no tempo em cada passo de tempo k é
Q x Jg,

onde Ji, = [tr_1,t] (fecho de Jy).

A regido S;, = Q x J;, é chamado de space-time slab.

Vamos descrever o método considerando d = 1, isto é, 2 = (0, ). Apresentaremos duas
abordagens:

a) Aproximac3o linear por partes no espaco e constante por partes no tempo;

b) Aproximagdo linear por partes no espaco e no tempo;
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Em cada regido (slab) a discretizago espacial (malha espacial) introduz um conjunto de
retangulos a serem definidos a seguir.

» No tempo t;, considere uma particio 75, do dominio espacial Q = (0, L) em n*
subintervalos (elementos) Kf = [m?_l,xf], j=1,---,nk:

O=ab<ab<ab< .- <al =1L
Denotamos por

k _ .k k _ k _
hj=zj —wj1, = jzlﬁ)fnk{hj}v ho= max {h}.

. -~ . ~ k ~
> Associamos com a regido Sy = {2 x Ji a particdo Py = U?Zl R;-“, onde o retangulo

k _ 1k
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A regido (space-time slab) Sj, & decomposta em retangulos R¥, conforme figura abaixo.

ta
123 , up
R‘;ﬂ Sk k—1
y
: - U1
0 L T

Figure: Discretizagdo MEF no espagco-tempo



Descricdo da formulacdo

Para cada regido (space-time slab) Sy, introduzimos o espago de elementos finitos no
espaco-tempo:

Qp(Sk) ={v: (0,L) x Jy — R; w(z,t) =Y ¢s(tons(z), 2 € (0,L),t € Ji}.
s=0

Esse espago é formado por fungdes polinomiais de ordem ¢ no tempo (em Ji) e por
fungdes polinomiais por partes de ordem p no espago (na particdo Tri).

Como estamos utilizando funcgdes lineares por partes no espaco, entdo p = 1. No tempo
vamos tratar dos casos ¢ =0 e g = 1.

Vamos entender o espaco Q’;vq(Sk) com calmal
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Qo (Se) ={v: (0,L) x Jy — Ry w(x,t) =Y ths(t)vns(z), x€(0,L),t€ Jp}.
s=0

> As fungdes 1)5(t) formam uma base para o espaco P,(Ji). Uma possivel escolha é
a base usual

@Z}s(t):tS, 5:07"'7%
isto &, {1,¢,2, ... 19},

> A base lagrangeana (ou nodal) para IP4(Ji) requer a discretizagdo também do
intervalo Jj, introduzindo instantes intermediarios em cada subintervalo temporal.
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Por exemplo, para ¢ = 1, a base nodal para Py (Jx) é dada por {m1(t), m2(t)}, onde

ly — 1t

ml) = g = mle) =1 mt) =0
t—tg—

m(t) = Ttkkl’ = ma(tp-1) =0, ma(tk) =1.

Neste caso,

v(z,t) = mi(t)vpo(x) + m2(t)vpa ().
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q
Q’;,q(sk) = {U . (07L) X Jy — R; ’U(.%',t) = Z¢s(t)vh,s($), HARS (O,L),t S Jk}
s=0

» A fungdo vy, s(z) € uma fungdo polinomial por partes de grau p em cada elemento
Kjk = [m?fl,mj] (em nosso caso, p = 1), satisfazendo vy, 5(0) = vy s(L) = 0.
Podemos escrever

nk—1
Vh,s = Z VST(pT(x);
r=1
onde n* é o nimero de elementos em (0, L) no slab Sy e o, (z), r=1,--- ,n¥ -1

sdo as funcdes chapéu.
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Qpg(Sk) = {v: (0, L) x Jpy — Ry w(w,t) =) t(t)vns(w), € (0,L),t€ Ty}
s=0

» Quando ¢ = 0 (aproximag&do constante no tempo em Ji), temos

v(z,t) = YPo(t)vn,o(z) = vp(x).

Quando g = 1 (aproximac3o linear por partes no tempo em .Ji), usando a base
nodal, temos

v(z,t) = Yo(t)vno(x) + Y1(t)vna(x) = mi(t)op(x) + o (t)vn(x)
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O espaco (global) de aproximagdo para o FEM no espaco-tempo sobre o dominio @ =
[0, L] x [0,T] & definido por

Viat = Qpq={v:(0,L) x (0,T) — R: wv|g, €QF, k=1, ,m},

» O namero de graus de liberdade do espago Q’;jq é(qg+1)(n*—1).

» As funcdes em Vi, At sdo continuas e lineares por partes no espago e sdo
descontinuas e polinomiais de grau g por partes no tempo.
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Em geral, as fungdes em V), a; sdo descontinuas no tempo entre os subintervalos J, e
Ji+1, exatamente nos pontos t;, k = 1,--- ,m — 1. Neste caso temos uma sequéncia
de problemas desacoplados e independentes (um para cada slab)

Para que os dados (informagdes) sejam transmitidas do slab Si_1 para o slab Sk, uti-
lizamos um termo (chamado penalty) na interface dos slabs S;._1 e S, (no tempo tx_1),
que impde uma condicido de continuidade fraca na interface dos slabs.

Para isso definimos o salto da funcdo v € V}, o, no ponto (temporal) ¢, como sendo

[l = v — vy, (5)

onde
+ . — .
v, = lim v(tg + 6), v, = lim v(t; —6).
K 5—>0+(k ) k 5_>0+(k )
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As discretizagdo no espago-tempo sdo denominadas pela sigla ¢G(p)dG(q), onde

» cG(p) significa Galekin Continuo de ordem p no espago. No nosso caso, p = 1;

» dG(q) significa Galekin Descontinuo de ordem ¢ no espago. Avaliaremos os casos
g=0eq=1.
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A formulag&o no espago-tempo cG(1)dG(0) consiste em achar u € V}, o, tal que u(z,0) =

up(z) e
L
/ / —vdm—i—a (u,v) dt+/ [ulp—1vy dx| = / / fodzdt, Vv € Vi ar
Ji 0 =1
ou para cada slab S,,, n=1,--- ,m, achar u € Q’;,q tal que u(x,0) = up(x) e

L 9y L L
/ / —uvdx + a(u,v) |dt + / [u]k,lv:_lda: = / / fvdzdt, Vv e Ql;q
7. \Jo Ot 0 Jx J0 ’



Descricdo da formulacdo

O termo
L L
/0 [U]k—lvijqu :/0 (“;71 - ul;fl)vl—ctldx

é a condicdo de salto que impde uma continuidade fraca na interface dos slabs, de forma
que as informacdes sejam propagadas entre os slabs.

Galerkin descontinuo por partes no tempo (dG(0)) significa que %@” = 0 em cada

slab Sy, k=1,--- ,m. Além disso,

/Jk (/ *“dx +a(u v)) dt = Atga(u,v).
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Fazendo
Uy 1 = Ug—1 = Upk—1,
+ _ _
Up_q Uk = Up k,
+ _ _
Vg1 = Vg = Unk,
entao

L
(“z—1 - “1;—1)1)/?—15&

L
/ [u]k_lv,‘:_ldx =
0

(Uh,k — Uh k—1)Vh, dT

L

I

L
Uh,kvh,kdz—/ Up, k—1Vh kAT
0

= (uhk Vnk) — (Unk—1,Vh k)



Descricdo da formulacdo

Se f & uma funcdo constante no tempo ent3o

/Jk /OL fudzdt = Aty /OL fvdx = Aty (f,v).

Neste caso, temos o seguinte método:
(uh ks Vak) + Atga(ung, vhg) = Atp(f, vnr) + (Un k-1, Vh k)
Fazendo uy, , = Z?; {f(pj(x) e vpi = pi(x), i=1,---,nF obtemos o sistema
(M + Aty A)E, = ME&;,_y + Ay, k=1,---,m, (6)

que é exatamente o método de Euler-Implicito.
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Se f = f(z,t), isto & f &€ uma fungdo que varia no tempo, entdo

/Jk /OL fodzdt = /Jk(f,v)dt.

(Wh ks Un k) + Atga(un g, Vhg) = / (f, vhk)dt + (upg—1,Vnk)

Jk

Fazendo up, ;, = Z;ﬁl Ejl?cpj(:r) evnr = i(z), i=1,---,nk, obtemos o sistema
(M—I_AtkA)gk :Mgk:—l—i_gk: k= 17 "z (7)

onde I_)z = ka (f, gOZ')dt.
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Descricdo da formulacdo

O caso ¢ = 1 é descrito nas referéncias bibliograficas [2] e [3].
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