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Formulagdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes

Equacdes de Navier-Stokes Incompressiveis

As equacdes de Navier-Stokes incompressiveis descrevem o escoamento de um fluido,
com massa especifica constante, em um dominio  C R? (com d = 2,3). Elas sdo
escritas como segue

a—u—V- v(Vu+Vul)| +(u-V)u+Vp = f, xcQt>0, (1)

ot
Vu = 0, z€Q,t>0. (2)
onde u é o campo de velocidades, p é a presséo dividida pela massa especifica p, v = u/p

é a viscosidade cinematica, v é a viscosidade dindmica, e f & um termo de forca por
unidade de massa.

A equagdo (1) descreve o balango de momentum linear e a equagdo (2) é a conservagdo
da massa, também conhecida como equacio da continuidade.
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O termo n3o linear (u - V)u descreue o processo de transporte convectivo;
O termo —V - [V(Vu + VuT)} descreve o processo de difusdo molecular;
Quando v é constante, temos
" [V(Vu + VuT)} = v(Au+ V(V - u)) = vAu,
pois V - v = 0. Neste caso, o problema (1)-(2) pode ser reescrito na forma
ou

E—yAu—i—(u-V)u%—Vp = f, z€Qt>0, (3)
V.u = 0, ze€Q,t>0. (4)



Formulagdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes

Fluidos satisfazendo a condic3o de incompressibilidade V -u = 0 s3o chamados de fluidos
incompressiveis. Fluidos com massa especifica p constante necessariamente satisfaz essa
condicdo, mas existem fluidos incompressiveis com massa especifica variavel (fluidos
estratificados). Ver com cuidado a defini¢do de incompressibilidade dada na aula anterior
(ver material Dedu¢do das Equa¢des de Navier-Stokes)

Para o problema (3)-(4) ser bem-posto (ou bem-colocado) devemos impor ao modelo
condicdes de contorno e inicial:

Condicdo inicial:
u(zx,0) = ug(xz), Ve, (5)

onde wug satisfaz a condi¢do de incompressibilidade V - ug = 0.
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CondicGes de contorno: Podemos destacar as seguintes condi¢des de contorno

u(x,t) = p(x,t), V(x,t) € Tp x R,
(6)
(yg% —pn) (z,1) = P(z,1), V(z,t) ey x RT,

onde ¢ e 1 sdo fungdes vetoriais dadas, enquanto I'p e I'y sdo as fronteiras de Dirichlet
e Neumann, respectivamente, € n & o campo de vetores unitarios normais a fronteira T

Para as equagdes (1)-(2) a segunda equagdo em (6) é substituida por

%Z/(VU +vul) - n— pn] (x,t) = P(x,t), VY(x,t) €Ty xR

Veja outras condicdes de contorno no livro do Volker John!.

Volker J. Finite Element Methods for Incompressible Flow Problems. Springer, 2016.
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No caso bidimensional, as equacdes de Navier-Stokes com as condicdes inicial e de
contorno descritas anteriormente resultam em um modelo matematico bem-posto. Isso
significa que se todos os dados (condic¢o inicial, condi¢des de contorno e termo de forga)
forem suficientemente suaves, entdo a solucdo & continua, junto com suas deridavas
(parciais), e ndo desenvolve singularidades no tempo.

O caso tridimensional é diferente: existéncia e unicidade de solucdes classicas t&m sido
provados somente para intervalos de tempo suficientemente pequenos.

No caso 3D, foi provado a existéncia de solucdo global no sentido fraco no tempo. Mas
a questdo da unicidade ainda é um problema em aberto.



‘—Formulagdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes

Observaciao

As equacdes de Navier-Stokes t&ém sido descritas em termos das varidveis primitivas u e
p. Pode-se utilizar outros tipos de variaveis, por exemplo, a vorticidade w e a fung¢do de
corrente 1), que sdo associadas com a velocidade u através das equacdes

8u2 8u1

w=rotu=—— —
81’1 81’2

oy

Oz
u =
_9Y
o0z
As varias formula¢cdes obtidas sdo equivalentes do ponto de vista matematico. Contudo,

elas s3o tratadas por diferentes métodos numeéricos.
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Para obter a formulagdo variacional (ou fraca) do problema (3)-(4), multiplica-se? a

equagdo (3) (referente ao balanco de momentum linear) por uma funcdo teste v,
pertencente a um espaco de Sobolev V' que serd especificado mais tarde, e integra o
resultado sobre o dominio €2, obtendo

/(au_yAu+<u.v>u+Vp)-vdﬂz/f-vdfz,
o\ Ot Q

ou

au-de—/uAu-de—i—/
Q

o Q[(U'V)U]-udﬁ—l—/QVp-de—/QfmdQ. (7)

2Como a equacio é vetorial, na verdade calcula-se o produto interno com v
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Formulacdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes

Usando as férmulas de Green:

—/yAu-de—/uVu-Vde—/uau-vdS;
Q Q r on

/Vp-de:—/pV-de—i—/pv-ndS.
Q Q r

Segue que a Equagdo (7) pode ser reescrita como

au-de—F/uVu~V'de+/
0

[(u-V)u] - vdd — / pV - vdf)
o Ot Q Q

(8)
ov
:/f-de—i—/(y—pn)-vdS, Yo e V.
Q T 871,
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Formulacdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes

E a equagdo (3) (equagdo de conservagdo de massa)? Multiplicamos ela por uma fungao
teste ¢ pertencente a um espaco (), que serd apresentado a seguir, integramos em )
para obtermos

/qV-de:(), Yq € Q. (9)
Q
O espago V' (espago das fun¢des teste) é definido por
d d
V = [Hf ()] = {v e [H(D]; v|r, = 0} (10)

As funcbes do espaco V' se anulam na fronteira de Dirichlet T'p.

SeI' =Tp, entdo

v =[H@]",
onde d = 2,3. Além disso, para t > 0, u(t) € [HI(Q)]d, com u(t) = ¢(t) em I'p,
w(0) = ug e p(t) € Q.
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Formulacdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes

Se I'y # 0 (existe condi¢des de contorno de Neumann), escolhemos para @@ o espaco
L2(Q), isto &,
Q = L*(0).

SeI'y = ), ou seja, I' = I'p, a escolha para Q sera diferente. Como apenas o gradiente
de pressdo p aparece nas equagdes de Navier-Stokes, se o par (u,p) for solugdo, entdo
para toda constante ¢ o par (u,p + ¢) também sera solugdo, uma vez que que

V(p+c)=Vp.

Para evitar essa indeterminac3o anica de p, exigimos que o campo de pressdo tenha

média nula em €, isto é
/de = 0.
¢
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Formulacdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes

Para isso, basta considerar a pressido pertencente ao seguinte espaco,
Q = 13(9Q) = {p € L}(Q); /desz — 0.

Em geral, o que é feito na pratica (em termos de implementa¢do computacional, onde
a pressdo é representada por uma fungdo continua) é prescrever a pressdo em um certo
ponto xy € €, ou seja,

p(xo) = po.

Resumindo, o espaco funcional para o campo de pressio é dada por

Q o L2(Q)7 se FN 7é Q)a
B L3(Q), seTn=0.
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Formulacdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes

Quando I" = T'p, as condicdes de contorno de Dirichlet devem ser compativeis com a
restricdo de incompressibilidade:

/cp‘ndS:/V‘udQ:Q
r Q



‘—Formulagdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes

Formulacdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes

Portanto, a formulagio variacional ou fraca do problema formado pelas equacdes (3),
(4), (5) e (6) & dada por:

Achar uw € L2(R*; [HY()]4) N CO(RT; [L2(Q)]?) e p € L2(RT;Q), tais que

au-'udQ—l—/Z/Vu-V'udQ + /[(u-V)u]‘de—/pV-de
o Ot Q Q Q
(12)
_ /f-de—|— $-vdS, VeV,
Q Ty
/qV-udQ = 0, Vqeq, (13)
Q

com ulr, = @p € uli=o = uo.
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Formulacdo Variacional das Equacdes de Navier-Stokes
Os espagos V' e () sdo descritos em (10) e (11), respectivamente.
Os espacos de funcdes dependentes do tempo sio definidos como
LY ;W) ={w:1 — W, /Hw(t)“%vdt < oo}
I
Portanto,

L*R5GHY(Q)) = {u:R"T — [H' Q)] /R+|lu|\[2H1<sz>]ddt<OO};

iRt — Qi [ lpllade <o}

Para todo ¢ > 0 usamos a notagdo w(t) para indicar a fung3o:

L*RYQ) =

w(t): Q@ — R, w(t)(x)=w(x,t), VYael
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Vamos definir o namero de Reynolds

U|L

Re= UL
v

onde L é um comprimento representativo (comprimento caracteristico) do dominio 2 e

U é uma velocidade representativa do fluido (velocidade caracteristica);
O namero de Reynolds mede a relagdo entre convecgdo e difusdo (viscosidade).

Quando Re << 1 o termo convectivo (u - V)u pode ser omitido, caso em que as
equacdes de Navier-Stokes se reduzem as conhecidas equacdes de Stokes.

Quando o namero de Reynolds Re é grande podem ocorrer problemas associados
a unicidade de solucdo, existéncia de solucdes estacionarias estaveis, transicdo a
turbuléncia, etc.
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A formulagdo variacional das equa¢des de Navier-Stokes pode ser reescrita em uma forma

reduzida, somente na variavel v, eliminando o campo de pressdo p. Para isso, basta

introduzimos os seguintes subespacos de [H'(Q)]%:

Vi = {ve [H} Q)% Vv =0}, Vo, ={veVyy;v=0emTp}.

Assim, se considerarmos a formulagdo variacional (12) - (13) em tais subespagos, isto
é, tomando a funcio teste v € Vy;,, o termo que contém a pressio se anula e
consequentemente o problema se torna:

Achar uw € L*(RT; V) N CO(RT; [L2(Q)]?), tal que
du cvdQ + / vVu - VodQ —i—/ [(uw- V)u] - vdQ
o Ot Q Q
(14)
= /f-de+ ¥-vdS, VYveVy,
) 'y

com ulr, = @p € uli=o = uo.
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Note que se u é solu¢do do problema variacional (12)-(13), também sera solu¢do para
o problema variacional reduzido (14). Por outro lado, a existéncia e unicidade de uma
funcdo p de modo que a reciproca seja valida, decorre do seguinte teorema:

Teorema

Sejam Q C R? um dominio com fronteira T' Lipschitz continua e w uma solugdo para o
problema variacional reduzido (14). Ento existe uma dnica funcdo p € L*(R*;Q), de
modo que o par (u,p) seja uma solugdo do problema variacional (12)-(13).

Como o teorema n&o fornece uma maneira de se obter p através do problema (14), uma
aproximagdo para o par (u,p) geralmente é obtida diretamente de (12)-(13).

Um caso particular das equacdes de Navier-Stokes & quando o termo convectivo é
desprezivel, obtendo dessa forma, a chamada equacio de Stokes, utilizada para simulacdo
de escoamentos lentos. A seguir abordaremos o problema de Stokes.
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