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Abstract

Breve discussao sobre a natureza da Matematica e os fundamentos do seu ensino e aprendizagem.
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1 A natureza da Matematica

Essencialmente, a Matemdtica é a arte de revelar padroes e resolver problemas que envolvem as idéias de
numero e forma. E uma arte no sentido de estética e no sentido de técnica.

Os problemas mateméticos s@o bastante diversificados e muitos surgem de situagoes concretas. Em nossa
sociedade tecnologicamente avancada, a ubiquidade das aplicagoes matemédtica no cotidiano e na ciéncia
torna necessaria a universalizacdo de seu ensino bésico (bem como justifica a existéncia de uma classe de
profissionais e professores especializados); contudo é importante distinguir entre “o que ¢’ do “para que
serve” a Matemadtica, pois dessa distingao depende uma compreensao mais ampla e profunda da disciplina:
a natureza da Matemdtica nao se reduz & sua instrumentalidade.

A estética matematica

A estética da Matemadtica estd nas explicagoes, nos argumentos que constituem as resolu¢oes dos proble-
mas. Segundo Paul Lockhart!,

I Paul Lockhart critica fortemente o modo como a Matematica é normalmente ensinada nas escolas americanas, especialmente
devido ao seu formalismo excessivo.
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“A primeira coisa que deve ser entendida é que a Matemdtica é uma arte. A diferenca entre
ela e as outras artes, tais como a musica e a pintura, é que nossa cultura nao a reconhege como
tal.” “A arte nfo estd na ‘verdade’, mas nas explicacdo, no argumento.? E o argumento em si
que dé a verdade seu contexto, e determina o que realmente estd sendo dito e o que significa.
Matemdtica é a arte da explicacdo.” “[Porém,] quando nos concentramos no que, e deixamos o
porque, a Matemdtica é reduzida a uma casca vazia.”

Paul Lockhart, [10, p.29].

O caréter estético da Matemadtica é essencial nas discussdes sobre o ensino dessa disciplina, especialmente
se consideramos uma concepcao de educagao na qual todo ensinamento deve partir da “experiéncia da
beleza”, como defende Rubem Alves:3

“Se fosse ensinar a uma crianga a beleza da musica nao comegaria com partituras, notas e pautas.
Ouvirifamos juntos as melodias mais gostosas e lhe contaria sobre os instrumentos que fazem a
musica. Af, encantada com a beleza da musica, ela mesma me pediria que lhe ensinasse o mistério
daquelas bolinhas pretas escritas sobre cinco linhas. Porque as bolinhas pretas e as cinco linhas
sdo apenas ferramentas para a producao da beleza musical. A experiéncia da beleza tem de vir
antes.”

Rubem Alves.

A técnica matematica

A técnica matemadtica constitui um conjunto de atitudes, ideias e métodos necessarios para descobrir,
formular e resolver problemas matemdticos. As atitudes dizem respeito & postura em relacdo aos problemas
matematicos, cuja resolucao requer engajamento e racionalidade. As ideias matematicas sdo nogoes intuitivas
fundamentais, tais como comjunto, transformacao e algoritmo. Os métodos matemadticos constituem as
seguintes modalidades de pensamento:? inducdo, analogia, deducdo, integracdo, abstracio, simplificacéo,
generalizacao, especializacdo, simbolizagdo, representacdo simbdlica, pensamento integrativo, pensamento
desenvolvimentista.

Todas as atitudes, ideias e modalidades de pensamento matemético sao usadas e também desenvolvi-
das pela aplicagao na resolucao dos problemas matemadticos, mas consideragoes tedricas sobre isso sao
desnecessdrias para quem somente deseja aprender ou usar/fazer a Matemadtica (ao invés de ensinar ou
compreender sua epistemologia).

1.1 Sobre como resolver problemas matemadaticos

Nao existe uma metodologia que nos permita resolver sistematicamente todos os problemas matematicos:
a resolu¢do de problemas é uma arte que pode e deve ser desenvolvida pela prdatica. Contudo, podemos
sistematizar a resolucao de problemas em termos de diretrizes gerais que sirvam de orientacao quanto ao que
fazer. Seguindo Polya [12] (e outros que vieram antes e depois dele), podemos dizer que a resolugdo de um
problema matemédtico segue as seguintes etapas:®

1) Interpretagdo: entendimento do problema, reconhecimento dos tépicos de matemadtica pertinentes
para sua compreensao e resolucao.

2 Argumentacio e resolucdo de problemas estdao intimamente relacionados pelo principio de que as solugdes dos problemas
matemdticos devem ser devidamente justificadas.

3Esta frase de Rubem Alves é bastante conhecida por pedagogos e educadores, mas dificilmente sua ideia é posta em pratica
nas aulas de Matemadtica.

4Este conjunto de métodos ests baseada na lista de pensamentos matemdticos relacionados aos métodos matemdticos gerais
de [8, p.51], onde todos os itens sdo definidos, discutidos e exemplificados (pp.53-85).

5Referéncias sobre o assunto sio (5] e [14]. E importante destacar que na prética, essas etapas frequentemente se interpene-
tram — nao sendo tao simples explicar os caminhos do pensamento quanto esta descricdo pode sugerir!



Nesta etapa, pode ser til tentar responder as sequintes perguntas:
O que é preciso conhecer para entender e resolver o problema?
Quais sao os dados do problema?

O que se quer obter/concluir/saber?

Ha hipdteses implicitas, sem as quais o problema nao tem sentido ou nao fica bem definido?

Fte.

2) Concepcgao de uma estratégia: elaboragio de uma estratégia para resolver o problema.
Nessa etapa, pode ser 1til tomar algumas iniciativas preliminares:

Lembrar da resolugao de algum problema semalhante;

Representar o problema esquematicamente;

Interpretar o problema geometricamente;

Se o problema for genérico, tentar resolver casos especiais/particulares;

Se o problema for especifico, tentar resolver o caso genérico;

Se o problema for geométrico, tentar fazer um desenho;

Buscar a solugao do problema pela adaptacdo de uma proposta razodvel;
Buscar a solu¢ao do problema por “tentativa e erro” (e justificar a solugdo);
Fazer “engenharia reversa”;

Se to problema for demasiadamente complezo, tentar resolvé-lo progressivamente, partindo de situacoes
simplificadas que sdo semelhantes ou andlogas

Ftc.

3) Execugao da estratégia. O trabalho de execugao pode variar bastante, dependendo do problema e da
estratégia de resolucao adotada; ele pode incluir introducao de varidveis, de fungoes, de incégnicas, elaboragao
e resolucdo de equagoes, referéncia a resultados conhecidos (teoremas), etc. Geralmente, a execugao pode ser
organizada em etapas, cada uma delas constituindo um problema especifico mais simples; esquematicamente:

Para resolver o problema, basta executar as etapas A, B, C,...
Para executar a etapa X, basta executar as etapas X1, X2, X83,...

Fic.

4) Verificagdo/Validacao. Esta etapa consiste em verificar se estd correta a resposta obtida na res-
olucdo do problema. Quanto nao é possivel verificar diretamente a resposta (como quando testamos a suposta
solucdo de uma equagdo), deve-se analisd-la quanto a sua consisténcia, coeréncia e compatibilidade com os
dados do problema. Algumas recomendagoes:

Verificar a resposta do problema possui propriedades que podem ser presumidas.

Verificar se resolugoes distintas levam a mesma resposta para o problema.



2 Ensino-aprendizagem

2.1 Fundamentos

Considerando que a esséncia da Matemadtica é a arte de resolver problemas, devemos focalizar o ensino da
Matemadtica na resolugao de problemas, observando sua estética e sua técnica. Cabe citar o depoimento do
eminente matematico Paul Halmos:

“Eu acredito que os problemas sdo o coracao da Matemadtica e espero que nés professores, nas
aulas e semindrios e nos livros e artigos que escrevermos, enfatizemos isso cada vez mais, e que
treinemos nossos estudantes a serem melhores elaboradores e solucionadores de problemas do que
nés mesmos somos.”

Halmos, [7].

Assim, nao é por acaso que os Parametros Curriculares Nacionais também enfatizam a centralidade da
resolugao de problemas no ensino-aprendizagem da Matematica:

“A resolucdo de problemas ndo ¢ uma atividade para ser desenvolvida em paralelo ou como apli-
cacao da aprendizagem, mas uma orientagao para a aprendizagem, pois proporciona o contexto
em que se pode apreender conceitos, procedimentos e atitudes matematicas.”

[3, p.33]

As atitudes, ideias e métodos matemaéticos podem ser ensinados de diversas maneiras; entretanto, discu-
tiremos aqui duas metodologias de ensino da Matematica que estao centralizadas na descoberta, formulacao
e resolucao de problemas: Resolu¢do de Problemas e Investiga¢do Matemdtica.

O que o professor precisa saber para ensinar Matematica?

Elencamos trés elementos essenciais necessarios para o professor de Matemédtica conduzir satisfatoria-
mente o processo de ensino-aprendizagem:

1. virtudes de cardter, o que inclui uma postura respeitosa e ética para com os alunos;
2. conhecimento aprofundado da Matemética que deve ensinar (incluindo sua estética e sua técnica);

3. dominio de metodologias didéticas eficientes, incluindo praticas pedagégicas adequadas para lidar com
limitacdes e dificuldades dos estudantes, que estimulem o desejo de conhecer, maximizem o prazer de
estudar, minimizem frustrages e contornem fracassos:

“A maioria das pessoas interessa-se, em alguns momentos, pelo jogo da aprendizagem, se lhes ofer-
ecem situagdes abertas, estimulantes, interessantes. (...) Infelizmente, nem sempre isso bastara,
mesmo quando o professor faz tudo o que pode para mobilizar o maior nimero de alunos. Salvo
para alguns, aprender exige tempo, esforgos, emocoes dolorosas: agustia do fracasso, frustragao
por nao conseguir aprender, sentimento de chegar aos limites, medo do julgamento de terceiros.
Para consentir em tal investimento e, portanto, tomar a decisao de aprender e conservi-la, é
preciso uma boa razao. O prazer de aprender é uma delas, o desejo de saber é outra.”
Perrenoud, [11, p.69-70].

Um fator fundamental para que o ensino-aprendizagem da Matematica seja satisfatério é o desenvolvi-
mento de uma abordagem equilibrada de quatro dimensoes:5

i. Dimensdo conceitual: diz respeito as nogoes intuitivas e a formalizagao dos conceitos, tendo como
referéncia o saber institucionalizado e como paradigma o método axiomético-dedutivo.

6Zabala apresenta essas quatro dimensbes em (16, pp.53-87], enquanto o Prof. Elon Lages Lima discute detalhadamente as
trés primeiras dimensdes com foco no ensino da Matemética em [9].



ii. Dimensdo contextual: refere-se a relagdo da Matemadtica com outros saberes, situacoes cotidianas ou
aplicagoes cientificas e tecnolégicas. Em particular, significa a proposi¢ao ou a resolugao de problemas
matematicos contextualizados - dentre os quais estao as aplicagoes.

iii. Dimensao procedimental: diz respeito & manipulagao numeérica e algébrica, aos métodos de célculo e a
qualquer procedimento algoritmico.

iv. Dimensao atitudinal: refere-se principalmente as disposicGes mentais relacionadas & investigacao e a
resolucao de problemas mateméticos, tais como iniciativa, autonomia e senso critico.

O ensino desequilibrado dessas dimensées torna o aprendizado da Matematica algo miope: incapaz de
elaborar uma perspectiva adequada sobre sua natureza e utilidade. Em particular, a énfase demasiada na
dimenséao procedimental (situagdo mais comum) tende a tornar o estudo da Matematica tedioso e desinter-
essante — o que contribui para o desenvolvimento da rejeicao que a disciplina sofre dos escolares (e também
dos egressos da escola). Segundo Elon Lages Lima,

“A dosagem adequada dessas trés componentes é o fator de equilibrio do processo de aprendiza-
gem.” “Cada tépico apresentado na sala de aula, cada novo assunto tratado no curso, cada tema
estudado deve ser visto sob esses trés aspectos, o conceitual, o manipulativo e o aplicativo. O
professor deve submeter-se ao desafio de compor esse trio a cada nova etapa do seu trabalho.”
Elon Lages Lima, [9, p.177].

2.2 Sobre Resolugao de Problemas

Conceituacao didatica de problema matemdatico

O conceito de “problema” possui diversas definigoes no ambito da Educagdo Matemdtica, mas todas
convergem para a seguinte:

Problema é uma questao cuja solu¢ao nao é conhecida e cuja resolucao deve ser elaborada cria-
tivamente.

Alguns autores conceituam problema considerando um componente subjetivo: o engajamento da pessoa
em obter uma solucao para a situagao.

“A situagao-problema refere-se a configuragao do problema, é estética (por exemplo, o exam-
inador cria uma situagdo-problema como questdo de uma prova). Uma situac¢do-problema sé se
transforma realmente em um problema quando o individuo que se depara com ela é motivado
(ou induzido) a transformd-la.” Mércia R. F. de Brito [4].

Na Educagao Matemadtica, problemas e exercicios tém acepgoes diferentes, especialmente porque é relativa
e dependente do nivel de conhecimento de quem tem a tarefa de resolver: o que é problema para uma pessoa,
pode ser ezercicio para outra. Caracteristico do exercicio &€ o conhecimento de um modo preestabelecido de
resolvé-lo, podendo ser um algoritmo ou uma técnica padronizada que bastam ser executados. Caracteristico
do problema (matemdtico) é o desconhecimento de um método de resolugdo preestabelecido: sua resolucao
requer a elaboragao e execugao de uma estratégia, o que depende de iniciativa, criativa e conhecimento.

Skovsmose denominou paradigma do exercicio um modo (tradicional) de ensinar Matemdtica que tem
como principal caracteristica a énfase demasiada nos exercicios:

“[A] aula de matemadtica é dividida em duas partes: primeiro, o professor apresenta algumas
ideias e técnicas matemdticas e, depois, os alunos trabalham com exercicios seleccionados. (...)
Os exercicios sao formulados por uma autoridade externa a sala de aula. Isso significa que a
justificagdo da relevancia dos exercicios nao é parte da aula de matemadtica em si mesma. Além
disso, a premissa central do paradigma do exercicio é que existe uma, e somente uma, resposta
correcta.” [15]



A metodologia da Resolucao de Problemas’
A metodologia da Resolugao de Problemas fundamenta o ensino da Matematica na resolu¢ao de proble-
mas, podendo consideré-los tanto como principio, meio e fim do processo de ensino-aprendizagem:

“Resolucao de Problemas corresponde a um modo de organizar o ensino o qual envolve mais
que aspectos puramente metodoldgicos, incluindo uma postura frente ao que é ensinar e, conse-
quentemente, o que significa aprender.” “[Em sintese, esta metodologia] baseia-se na proposigéo
e no enfrentamento do que chamaremos de situagao-problema.” M.I. Diniz, [6, p.89].

Uma atividade ou sequéncia diddtica baseada na Resolugao de Problemas pode ser desenvolvida nas
seguintes etapas:®

i. proposi¢ao do problema (pelo professor);
ii. interpretagdo e resoluc¢do do problema (pelos alunos sob supervisdo do professor);
iii. comunicacao e discussao dos resultados (pelos alunos sob supervisao do professor);

iv. formalizagdo conceitual (pelo professor).

2.3 Sobre Investigacao Matemdatica

A metodologia de Investigacao Matemdtica é caracterizada pela proposigao de situagoes abertas em que
os estudantes sao instigados a explorar a situagao, descobrir padroes e formular problemas antes de tentar
resolveé-los.

Uma sequéncia didatica baseada na Investigacao Matemadtica desenvolve-se habitualmente nas seguintes
etapas [13, p.25]:

i. proposicao da tarefa, na qual o professor apresenta uma situacdo que suscita questionamentos nos
estudantes;

ii. investigacao, na qual os estudantes elaboram e buscam solucionar suas questoes;

iii. discussao dos resultados, em que os alunos comunicam suas iniciativas, desenvolvimentos e conclusoes
aos colegas;

iv. sintese tedrica.

Na aula de investigagao Matematica, o professor é responsivel tanto pela introducao da tarefa quanto
pelo seu desenvolvimento, durante o qual supervisiona, incentiva e orienta a agao dos alunos:

“Existe, por vezes, a ideia de que, para que o aluno possa, de fato, investigar, é necessario deixé-lo
trabalhar de forma totalmente autéonoma e, como tal, o professor deve ter somente um papel de
regulador da atividade. No entanto, o professor continua a ser um elemento-chave mesmo nessas
aulas, cabendo-lhe ajudar o aluno a compreender o que significa investigar e aprender a fazé-1o.”
[13, p.26]

TRegistramos a distingdo entre os termos resolugio de problemas (com iniciais mintsculas) e Resolugio de Problemas (com
iniciais maitisculas): a primeira designa a agdo de quem busca obter a solu¢do de um dado problema, a segunda designa uma
metodologia didatica.

8 Allevato-Onuchic em [1, p.45] apresentam a seguinte sequéncia de 10 etapas que podem se sobrepor, da qual a nossa pode
ser considerada uma sintese sequencial do que é fundamental: (i) proposi¢do do problema, (ii) leitura individual, (iii) leitura
em conjunto, (iv) resolugdo do problema [pelos alunos|, (v) observagio e incentivo [pelo professor], (vi) comunicagio e discussiao
das resolugdes, (vii) plendria, (viii) busca do consenso, (ix) formalizacdo do conteido, (x) proposi¢do e resolu¢do de novos
problemas.



Para ilustrar, apresentamos como exemplo a seguinte tarefa investigativa:

Tarefa investigativa: Descobrindo um padrao nas somas de noves.
Explore a seguinte sequéncia de cédlculos:

941 =
9+9+2 =
9+9+9+3 =

1) Efetue as somas indicadas.

2) Voceé percebe algum padrao?

3) E possivel extender a regularidade?
4) Voceé conseque explicar o fendmeno?

Observagao 1 Atividades investigativas desse tipo sao utilizadas com sucesso no Japio, onde é preconizada
uma abordagem similar chamada Abordagem pela Resolugdo de Problemas, que tem como principio bdsico
"nutrir o aprendizado da matemdtica pelas criancas por si mesmas.” [8, p.3]



A Como esta a educagao matematica no Brasil?

Exames aplicados em nivel nacional e internacional (tais como a Prova Brasil, o ENEM e o PISA) mostram

que o ensino da Matemadtica ndo tem sido satisfatério no Brasil. A situacdo é discutida nos Parametros
Curriculares Nacionais:

“O ensino de Matemadtica costuma provocar duas sensagoes contraditérias, tanto por parte de
quem ensina, como por parte de quem aprende: de um lado, a constatacao de que se trata de uma
drea de conhecimento importante; de outro, a insatisfagao diante dos resultados negativos obtidos
com muita freqiiéncia em relagdo a sua aprendizagem. (...) A insatisfagdo revela que ha problemas
a serem enfrentados, tais como a necessidade de reverter um ensino centrado em procedimentos
mecanicos, desprovidos de significados para o aluno. Ha urgéncia em reformular objetivos, rever
conteidos e buscar metodologias compativeis com a formagao que hoje a sociedade reclama.”
(3, p.15]

Por que isso? Decorre das caracteristicas intrinseca da Matemdtica? Falta aos alunos interesse? Falta
aos professores competéncia?

Certamente, o fracasso do ensino escolar da Matemética decorre de uma conjuncao de fatores, apenas
alguns dos quais sob controle dos professores — por isso, é importante sabermos quais sdo e como podemos
lidar com eles para melhorar o processo de ensino-aprendizagem. H& tracos que tipificam a maioria dos casos
(cujos detalhes dependem de cada situacao, de cada professor e cada turma): o ensino de Matemdtica comu-
mente realizado é dogmdtico e fragmentado, nio oportuniza descobertas e condiciona uma postura passiva,
estd baseado ma memorizacao ao invés de no desenvolvimento das habilidades de resolucao de problemas,
investigacao e argumentagao.

Focalizando o professor, citamos novamente os Parametros Curriculares Nacionais:

“Parte dos problemas referentes ao ensino de Matemadtica estdo relacionados ao processo de
formacao do magistério, tanto em relagao a formagao inicial como a formacao continuada. Decor-
rentes dos problemas da formagao de professores, as praticas na sala de aula tomam por base os
livros didéticos, que, infelizmente, sdo muitas vezes de qualidade insatisfatéria. A implantagao
de propostas inovadoras, por sua vez, esbarra na falta de uma formagcao profissional qualificada,
na existéncia de concepgoes pedagégicas inadequadas e, ainda, nas restrigoes ligadas as condigoes
de trabalho. / Tais problemas acabam sendo responsdveis por muitos equivocos e distor¢oes em
relacao aos fundamentos norteadores e idéias bésicas que aparecem em diferentes propostas.”

[3, p.22]

Almeida e Lima em [2] corroboram a posigdo dos PCNs num estudo recente sobre a formagao inicial em
Matemadtica dos pedagogos, no qual concluem que

“a formagao ofertada no curso de Pedagogia relega a formagao matemdtica para o segundo plano,
sendo totalmente insuficiente para atender as necessidades da formacao inicial.”
Almeida e Lima [2]

Terminamos concluindo pela necessidade de melhorar o tratamento da Matemadtica na formagao inicial
de professores, bem como pela necessidade de formagao continuada na &rea.
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